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Over deelbaarheid van a® -1 door n.

H.J.A. Duparec.

Als n ondeelbaar is en als de getallen a en n onderling ondeelbaar zijn
1s a® 1.1 deelbaar door n. Gevraagd wordt of er ook samengestelde getallen
n beataan, waarvoor deze eigenschap geldt. Wij willem hieronder aangeven
hoe men bi] bepaalde a getallen n met de gencemde eigenschap kan vinden.

Wij beschouwen eerst het geval a=2, Zi}j nuplp%...pr een getal met de
gewenste eigenschap (pl,,..,pr priem). Stel m, = vy {Qw}.«“..,r) . Dan is,
als 2 een primitieve wortel mod p, 1s, omdat 2"/ -1 deelbaar door ;4 is,
het getal p -1 een deler van m p -1, dus van m, -1 en omgekeerd, als Pp een
deler is van mp-l voor E\ul,w.-,r, dan is 2‘“’151 {mod vf,’h De voorwaarde
P, =1 | m, ~1 (p=1;...,7) 1s dus voldpende, maar niet noodsakelijk om getallenm n
van de gewenste gedaante te vinden. In het geval r=2 kan men als volgt te
werk gaan om getallen mpipa van het gezochte type te vinden. Men make een
tabel van de getallen 27 °-1 en probere of hun delers p,, die groter dan p,
zijn, voldoen san de els dat ;;1-.-1! zp 9"3%-1, Iz 2 een primitieve wortel mod Py
dan 1is Py een veelvoud van pl-l, vermeerderd met 1, dus het getal n=p1Py
veldoet.

Py 2Pr-1_y keuze van p,
3 3 -

5 3.5 —

7 32,7 —
11 3.11.31 31
13 32.5.7.13 —
17 3.5.17.257 257
19 32.7.19.73 3
23 3.23.89.683 89 ; 683
29 3.5.29.115.5461 113 ; 5461
31 3.7.11.31.151.331 151 ; 331
37 33 .5.7.13.19.37.73.109 73 ; 109.

Be kleinste @#IM‘LM die wij hierbij vinden is n=11.31=341 en men heeft

%’;‘;ﬁ . 65681 66399 4830 ohubh NogTT 36257 0B0M3 M667 58210 332TH

05038 17036 52143 33575 73947 42275.




Wenst men getallen n van b.v. de gedaante n=p,Pgbs te vinden, dan kan mem
op analoge wijze te werk gaam en vindt dan de volgende tabel voor m’aplpa

ny 2%-1-1 eventuele® keuze van Py
15 3.43.127 43 ; 127

21 32 11.31.4% 1m;3; 8

25 32.5.7.13.17. 282 357313 ; 17 3 281
27 3.2731.8191 2731 ; 8191
33 3.5.17.257.65537 5 5 17 ; 257 ; 65537

Niet ledere waarde van Pz in de derde kolom 1s bruikbsar want memn dient
er eveneens voor te zorgen dat m, eh m, deelbaar zijn op 271 1. Het xlein-
ste getal n dat men op deze wijze vindt is m=3.11.17=561.

Bij de opsomming in L.E.Dickson's "History of the theory of numbers”
van de door Banachlewits gevonden getallen n met n|2"-2 en n <2000 (deze op-
somming bevat de getallen 341=11.31 ; 561=3.11.17 ; 1387=19.73 ; 1729=7.13.19
1905=3.5,127 ) ontbreekt echter het getal n=3.5.43 dat wij uit onze 2de ta-
bel konden vinden en het getal m=5.13.17 dat wij aldaar eveneens kunnen ont-
lenen als wij deze tabel voldoende ver voortzetten.

Bij a=3 verloopt het onderzoek analoog. Om een exponent =Dy Py te vinden

Py 391”1 Po
2 | 2 -
5 25 —
7 2°.7.13 | 13
1 2”.112.61 1 ;61
13 2%.5.7.13.73 73
17 28.5.17.41.193 1 ;193

Hier vindt men voor n o.a. de waarden n=7.13=01 ; n=112:121, terwijl ult
een tabel, analoog aan de tweede bl] a=2 opgestelde, voor n o.a. een waarde
5.13.17=1105 volgt. |

Bij a=5 luldt onze eerste tabel



pl"‘l

pl 5 1 pﬂ
s 2 2
3 2.3 —
7 23.32.7.% 31
11 2.3.11.71.521 71 ; 521.

Wij vinden hier voor n o0.a. de waarden ¥ en 781. Een getal van 3 priem-
factoren dat voldoet blijkt o.a. n=5601 te sijn. Dit getal heeft de eigen-
schap dat 2701 deelvear 1s door 561 voor alle a, die relatief priem zijm
met 561.

Wenst men tenslotte getallen n met dese laatste elgenschap te vindem,
dan merice men op dat er blj n=p°m (p priem=3; 821; p) n) een getal a te
vinden 1s, dat relatief priem is met n en dat een primitieve wortel is mod p™
De exponent p® l(p-1) 1s dan deelbsar op n-1, wat slechts mogelijk is voor
s=1.

Is n=2pm (81 ; p priem>3) dan is als a een oneven primitieve wortel
mod p 18, het getal p-1 deelbaar op 2°pm-1, dws-ep &8-1, wt ultgesloten is
want p-1l m«vmm@md 1s oneven. Is n=2", dan 1s er een a te vinden
waarvan de exponent mod 2° gelifkc is aan 2""3, zodat !'”& deelbaar moet zijn
op 2°-1, wat uitgesloten 1s voor s>3. Voor s=2 1s n=i en dan heeft men voor
a=3 de relatie 3°-1=2 (mod 4), zodat geen enkele macht van 2, die nlet
priem is,volddet. ‘

Is n=pq (p,q priem), dan is als wij p q onderstellen, en als a een
primitieve wortel mod q is, die onderling ondeelbaar is met pg, het getal
g~1 deelbaar op pg-1l, dus op p-l, wat wegens p< q ultgesloten is.

Het getal n bevat dus slechts verschillende omeven priemfactoren en hun
aantal is Z 3.

Om o ‘n getal m van de gedaante pgr te vinden, waarbl] Jsp<a< ™,
(p.q,r priem), stelle men gr-l=x{p-l) ; pr-l=y({q-1) ; pe-l=2{(r-1). In het
geval p=3 is vanzelf aan de eerste relatie voldaanm en men. Jord jgt dan
Sp-ley{g-1l) ; 3q-l-x{r-1), dus, na elimimatis van r,

q»\}_ﬁ M -
2y-9

Wegens r >q-1 is 23 2; wegens gf 1 moet dus z=2 zijn. Men vindt dan we-
gens 2y-9/10, dat 2y-9=1,2,5 of 10 is, dus slechts y=5 of 7. Als y=7 1s

g=3, wat niet kan bij p=3. Dus y=5. Dan is =11 en »=17, zodat men het



getal n=3.11.17=561 vindt. Men ziet gemakkellijk in dat dit het kleinste
getal is met de gewenste eigenschap, want er is geen Zo *n getal m#
factoren te vinden onder 561 en de getallen met 3 factoren bevattien de
factor 3 niet, zodat men slechts heeft te onderzoeken n=5.7.11 em 5.7.13,

welke schter geen van beide voldoen aan de relatie r-l1|pg-l.



